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Temario

 Algunas nociones historicas.

e Lanumerabilidad de |os conjuntos infinitos.
e Turingy sus resultados.

o Lainformatica ayudaala matematica

e Laslimitaciones delainformética.

e ;Unanueva matematica?
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Algunas nociones historicas



L os problemas de Hilbert

* David Hilbert (1862, 1943) propuso, en €
congreso de Paris de 1900, 23 problemas que
suponia que contenian € futuro de la
mateméaticaen e siglo XX.

* Entre ellos estaba el problemade la
consistencialogica de la matematicay €
problema de la prueba automatica de |10s
teoremas.
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Hilbert estaba en buen camino

e Conlos“PrincipiaMathematica’ (1910-1913),
Russell y Whitehead intentaron la formalizacion de
la matemética.

e En 1931 Kurt Godel demostrd su célebre teorema
de “incompletitud”.

 En 1936 Alan Turing demostro su resultado sobre
los autOmatas universal es.

* En 1946 entraen operacion ENIAC, laprimera
computadora electronica. Comienza unarevolucion.
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Parametros de crecimiento

 Las computadoras crecieron a unavelocidad
sorprendente y desconocida.

e Cadadiez anos ocurria este crecimiento:

atributo cambio
cantidad en uso x100
velocidad de procesamiento x100

capacidad de almacenamiento x100
precio /10
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L os lenguaj es de programacion

 Son todos esencialmente equival entes.
« Tienen unasintaxisy una semantica precisa.

* Hay lenguajes especializados para diferentes
actividades de programacion.

e SOn estructuras |0gicas precisas.
» Poseen una estructuralexica precisa.
e Son més estrictos que los lenguaj es natural es.
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Un gemplo de programa

e Calcular € factorial M! = 1x2 x... xM, un
ejemplo matemético clasico.

» Podemos escribir un programasimple quelo
calcule.

o Estaescrito en un lenguaje inexistente, pero
parecido atodos los lenguajes reales.
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Un programa simple
valor inicial
del resultado

function Facterial (M)

_ ciclode
R=1 / iteracion

forI=1to M
R = R*| ____— |multiplicar
- por el valor
end for siguiente
return R .
valor final
del resultado
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Lanumerabilidad de los
conjuntos INfinitos



La nocion de numerabilidad

 Numerar es poner en correspondencia con |los
numeros naturales. Es el concepto cotidiano.

L os conjuntos finitos son numerables.
o Ladificultad estd en los conjuntos infinitos.
L os numeros naturales son numerables.

e | 0OS numeros enteros son doblemente
Infinitos pero también son numerables:

» Este procedimiento puede extenderse para
mas de dos series.
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¢Hay conjuntos no numerables?

L os numeros reales no son numerables. Esta
es una propiedad basica del continuo.

L ademostracion es ssmple y posee interés.
Es un resultado de Georg Cantor (1845, 1918).

Consideremos |os numeros reales
comprendidosentre 0y 1, parasimplificar.

Si éstos no son numerables, tampoco lo serala
totalidad de los numeros real es.
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Supongamos gue los reales
fueran numerables

O, 27 405
entonces e isil lista de todos |os numeros
0,

este nUmer o no esta

considerado en la lista

1° 6 546 ....
2° 0, 4 9988 ....
3° 0, 12 6 /789 ....
4° 0, 9 9 8 245 7 ....
5 0, 0005 6 /7 8 2 ....
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El resultado es general

e Unasucesion infinita de sucesiones
Infinitas tiene esta propiedad.

e Lademostracion se basa en:
—laaplicacion del “método diagonal”
—unareduccion al absurdo

o Estas son estrategias generales parala
demostracion de este tipo de resultados.
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Turing y sus resultados



L aidea de automata o0 magquinafinita

entrada

U

- maquina

!

salida
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La maguinatiene una entrada
y unasalida.

En la entrada hay simbolos de
un alfabeto finito.

A la salidatambién hay
simbolos del alfabeto finito.

L a méguina esta formada por
un numero finito de “partes’.

También podriaexistir un
“efecto lateral”.
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Limitaciones de la maguinafinitas

e Hay procesamientos que una maguinafinita
no puede hacer:

e Consideremos esta secuencia:
010110111011110111110...

* Ninguna maguinafinita puede generar esta
secuencia

e Tampoco puede investigar Sl una serie de
paréntesis esta “bien formada’.
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L as maguinas infinitas

e S0ON necesarias aln para procesamientos
simples, como verificar un sistemade
paréntesis.

« Laideade Turing fue definir una maguina
Infinita ssimple, pero muy poderosa.

» Consta de dos elementos:

— unamaguinafinita

— una“cinta’, doblemente infinita, donde se
escriben y leen simbolos de un alfabeto finito
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L os elementos de la maguina de
Turing

cintainfinita

X A |B |0 01

()

maguina
finita
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En palabras

e Lamaguinatrabgaen unlugar delacinta.
e Su entrada es el simbolo que esta escrito.

 Susalidaeslasalidadelaméaguinafinitay se
escribe en la cinta.

 El lugar de trabajo se desplaza una posicion,
0 bien hacialaizquierda o bien haciala
derecha, segun esté indique la maquina.

« Lamaquinaeventualmente
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Lamaguinade Turing universal

* Esposible demostrar que existe una maguina
de Turing capaz de ssimular la accion de
cualquier otra maguina.

e Sedivide lacintaen dos mitades.

 Enlamitad izquierda se coloca una“copia’
de lacintade lamaguinaasimular.

e Enlamitad derecha se colocan una
“descripcion” de lamaquinaasimular.
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El autObmata universal

» Consideremos ahora una maguina cualquiera,

cualquiera sea su tecnologia o su complejidad.

e Su accion puede ser simulada por lamaquina
de Turing universal.

e De agui resultala definicion general de un
automata: es la actividad de una maquinade
Turing.

e | as computadoras son maguinas universales
(excepto por su memoriafinita).
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¢Por qué nos invaden |as
computadoras?

» Porgue son autOmatas universales.

 Pueden actuar como (s se
agregan sus efectos laterales).

o Tarde o temprano reemplazaran atodas las
Magui nas automaticas.

e Esun problemade velocidad de calculo o de
tamano de memoria, nada més.
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Variantes de lamaguina universal

e S un lengua e de computadora permite
construir una maguinade Turing universal,
entonces es un lenguaje universal.

» Enforma equivalente, un automata es un
programa escrito en un lenguaje universal.

o Autdmata, programay algoritmo son
conceptos equival entes.
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Lainformaticaayudaala
matematica



L os problemas de existencia

* En muchos casos en matematica €l resultado
gue se busca es probar la existencia de un
determinado objeto.

 Paraeste fin no importa el método que se
siga, lo que interesa es el resultado.

« Un programa de computadora puede buscar
objetosy ayudar a probar la existencia.

 Un matematico verificague € objeto es
COrrecto.
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Algunas conclusiones

* Enlos problemas de existencia se pueden
combinar programas de computadora con
teoremas auxiliares.

e Losresultados son matematicamente
Indudables s |0s resultados se pueden
verificar a mano.

e Otro asunto es sl no se pueden verificar a
mano y hay que*“ " @l programa.
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La complgidad de los algoritmos

En general, la compleidad para aplicar un
algoritmo a nimero n se mide por lafuncidn

vinculada ala cantidad de operaciones a
realizar.

Hay problemas polindmicos, como investigar
S un NUMEro es Primo.

Tambiéen hay problemas
Consideremos la busgueda de nimeros primos
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Resultados historicos

Digits in Largest Known Prime by Year
(computer age)
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Laevolucidon en el tiempo

* El niumero de digitos del nUmero primo n es
proporcional a

e Este nUmero creceenformalineal en €
tiempo, con la ecuacion aproximada:

x20.000 en 60 anos = x5,2 por década

e Este numero se debe comparar con la
velocidad de calculo: x100 por década.

e Laecuacion de compleidad seria~
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Complgidad actual de los numeros
Primos

e Un teoremareciente (2002) establece que la
complgidad de un nuevo método para
determinar S un NUMero N es pPrimo es del
orden

» Esteresultado aumentalavelocidad historica
de los maximos numeros primos conocidos.

e Deberia aumentar esta velocidad con los
nuevos algoritmos.
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| a demostracion de teoremas

* Eslapropuestaorigina de Hilbert.

o Larespuestaesnegativa. No hay un algoritmo
gue permitadecir Sl un teorema es correcto.

e Lo Interesante es que hay otros resultado
negativos también originados en las propuestas
de Hilbert.

e Todo parece indicar que seguiran apareciendo
resultados negativos sobre otras pruebas
automaticas.
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El décimo problema de Hilbert

 Hilbert propuso, tambiéen, otro caso de calculo
automatico: un algoritmo gue decidieras una
ecuacion diofantica tiene solucion.

 En 1970 & problema fue resuelto por
Matyasevich y |larespuesta es negativa.

» Lapruebaconsistio en construir una ecuacion
diofantica cuya solucion se vincula con numeros

no computables mediante una maguina de
Turing.
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El problemadelos 4 colores

« En 1852 Francis Guthrie pregunto sl era
posible demostrar |a conjetura de gue todo
mapa se puede pintar con 4 colores.

 Este problemafue resuelto un siglo después.

* Hay diversos resultados que permiten reducir
el problema general a casos especiales.

e En 1950 selo habiareducido a unos 10.000
Casos.
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... continuacion

 En 1970 unanuevaestrategialo llevd a1.000
Casos.

 El problema era que una computadora de este
momento emplearia unas 100.000 horas en
analizarlos.

 En 1976 selogro analizar unos 2.000 casos,
con una nueva estrategia: 1.200 horas.

* Esnecesario probar que e programa es
correcto desde el punto de vistalogico.
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| 0S nuevos teoremas matemati cos

* Haaparecido un nuevo tipo de teorema
matematico.

e Su estructuraes del tipo:
demostracion convencional
programa de computadora
demostracion convencional

» Esto plantea nuevos desafios
metodol 6gicos. demostrar programas.
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L a demostracion de programas

Es un problemaldgico posible.

Para que |la demostracion sea simple es
conveniente que el programa esté bien

Esto ocurre cuando se emplean estructuras que
poseen solamente un Unico punto de entraday
un unico punto de finalizacion

Un g emplo practico.
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¢Este programa es correcto?

* Regresemos al problema de calcular el factorial M.
o ;COmMo sabemos que e programa es correcto?

function Factorial(M) | ¢duepasasi M

es cero?
R=1
forlI=1toM cquépasas M
R = R*| es negativo?
end for cquépasas M
return R no es entero?
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... continuacion

o Ladificultad de |la pruebalogica crece con
el largo del programa.

e Lapruebasevinculacon laexistenciade
errores de programa.

e No hay ningun método algoritmico para
verificar sl un programa es correcto (puesto
gue no hay manera de demostrar teoremas
automaticamente).
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|_os fendmenos al eatorios

e S0n una parte Importante de lacienciay la
metodol ogia contemporanea.

* NoOSs concentraremos en un Unico aspecto:
|as secuenclas al eatorias.

 El dilematodavia (creo que) no esta
resuelto desde el punto de vista conceptual .

 Ladefinicion hacambiado en € tiempo.
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Posibles definiciones

e Definiciones funcionales clasicas mediante
tests.

e Definiciones axiomaticas.
e Definiciones “modernas’ mediante lateoria
de lacomplgidad.

e Solamente nos ocuparemos de éstas ultimas,
porgue se vinculan con lainformatica.
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as nuevas ideas de aleatorio

 El Unico cambio significativo ocurrio con
Kolmogorov, Chaitin y Solomonoff en los 60s.

o Estosautoresintrodujeron laideade
compleidad de una secuencia de simbol os:

e Lacomplgidad K deunasecuenciasesel largo
minimo de un programa (de una maguina
universal), medido en bits, gue genera esta
secuencia.
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Nueva definicion de lo aleatorio

e Lacomplgidad permite dar una definicion
nuevay muy fuerte de secuencia aleatoria.

e Seaunasecuenciadebitsdelargo L, esuna
secuencia aleatorias su complgidad es

* No aparece agui ningun elemento dudoso o
no definible.
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Pertinencia de la definicion

e Sl Unasecuencia posee unareglasimple de
formacion, no es aleatoria.

e Su complgidad es grande en lamedida que
es “caotica’.

e Un generador de numeros “aleatorios’
posee un algoritmo de generacidon muy
simple, luego esta muy lgos de generar una
secuencia aleatoria en este sentido.
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| as limitaciones de la
Informatica



L as limitaciones de | os autdomatas

e | osautomatas tienen dos tipos de
liImitaciones:
— las limitaciones tecnol dgicas debido a que la

memoriareal no esinfinita o debido al tiempo de
procesamiento

— las limitaciones
* Nos ocuparemos de las limitaciones teoricas.

o Estaslimitaciones no desapareceran en €
futuro.
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El problema de Halting

e Hay un problema de particular interés acerca
de las maguinas de Turing (o delos
programas de computadora). ;Se detiene su
marcha?

o Setratadeinvestigar S existe unamanera
automatica de investigar S una maguina
cualguiera finalmente se detiene o no.

» Este problema se [lama problema de halting.

Informaticay Matematica, 2006, © Juan Grompone

a7



Demostracion

Consideremos un lengugje universal de computacion.

Todos |os programas que se pueden escribir se pueden
numerar porgue la cantidad de programas gque se
pueden escribir con N caracteres esfinita.

Sean €l programa enésimo de una numeracion.

Supongamos gue existe unafuncion Halting(n), escrita
en este lenguaj e de computacion gue cumple:

— o el programan se detiene, Halting(n) =1

— S € programa n no se detiene Halting(n) =0

La existencia de estafuncion nos llevaraa una
contradiccion.
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Consideremos una nueva funcion

function Turing(n)
UNO: if Halting(n) = 1 then
goto UNO
elsereturn 1
end funtion

o Este programa se detiene si € programan no
se detiene (es decir, st Halting(n) =0) y no
se detiene sl € programan si lo hace.
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... continuacion

 El programaanterior posee un niUmero en la
ordenacion general de programas. Sea p este
numero.

» ¢Qué sucede cuando calculamos Turing(p)?

e Lafuncion Turing(p) sedetieney devuelve 1 s
Halting(p) =0 o sead € programap (la
funcion Turing) no se detiene. Reciprocamente,
no se detiene s €l programa p si o hace.
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... continuacion

o Laexistenciade un algoritmo general (o un
programa) gue investigue sl un programa se
detiene nos conduce a una contradiccion.

e Luego, no existe tal algoritmo.

e Este esuno de los resultados mayores de la
Informéatica.

 El teorema de Halting conduce a otros
resultados de imposibilidad.
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L os numeros computables

 Un numero (real) sellamacomputable s
existe un programa que es capaz de calcular
los n primeros digitos de su desarrollo
decimal y luego detenerse.

L 0os numeros racionales son computables.
e Hay numeros no computables.

 Esta unaconclusion importante del teorema
de Halting.
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Los numerosraizde 2, pi oraiz
de pi son computables

e Hay formulas de recurrencia para todos estos
casos. Luego, hay algoritmosy programas.

* De hecho todos |os nUmeros que emplea
efectivamente la matematica de las ciencias
exactas y naturales son computabl es.

o Laexistenciade tablas numéricas anteriores a
|as computadoras es una prueba empirica de
esta afirmacion.
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Existencia de nimeros no
computabl es.

* El conjunto de los programas de un lenguaje
universal se pude numerar.

 El conjunto de los numeros reales no se
puede numerar (teorema de Cantor).

e Luego, hay unainfinidad de nimeros que ni
ahora ni nunca, por ninguna computadora,
seran computables.
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Una demostraciOn constructiva

» Estademostracion no construye un nUmMero
no computable, pero es sencillo construir
uno.

e Seael numero cuyo desarrollo decimal es.
O,abcdef..p..

dondelacifrap vale 0 s el programa
numero p no se detieney 1 s se detiene.

e Este nUmero no es computable.
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cUna nueva matematica?



L as leyes computables

 Hasta el presente todas las leyesfisicas
conducen a resultados computabl es.

« Tal vez sean unaexcepcion las leyes
estadisticas o probabilisticas. Estas leyes son
computables, pero parecen ser otro tipo
nuevo de leyes.

o (/Qué podemos concluir de este hecho?
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... continuacion

« Una conjetura posible es que se trata de una
gigantesca casualidad. Con esta conjetura
no se puede avanzar mucho.

» Una segunda conjetura es que todavia no
nemos encontrado unaley no computable,
Dero gue puede ocurrir, basta esperar.

o Unaterceraconjeturaes que todas las leyes
del Universo son computables.
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El Universo computable

e Delastresconjeturas, la Unica que permite
extraer conclusiones de interés eslatercera

* S lasleyes son todas computables, ¢por que
ocurre esto?

o Unarespuesta posible es: porgue el
Universo no es continuo, sSino numerable.

» Por esta arzon ocurre que todas las leyes
fisicas son computables.
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|_as cortaduras de Dedekind

» ¢Que sucede entonces con la matematica?

* Regresemos a Dedekind y |a cortadura:

— Esunaclasificacion de los numeros racionales en
dos clases, no vacias.

— Todo numero racional esta clasificado y
pertenece solamente a una de las clases.

— Todo elemento de laclase inferior | esinferior a
todo elemento de |a clase superior S.

o ;Estabien estadefinicion?
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Laomision de Dedekind

L acortadura exige que haya un método tal
gue dado un racional r, se sepa a que clase
pertenece.

» Este método debe ser preciso e inequivoco.

» En otras palabras, debe existir un algoritmo
gue dador medevuelval o0 S.

e S esto es asl, la cortadura define un numero
computable y no un numero real.
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¢Entonces?

* Y0 estoy convencido gue el continuo es una
exageracion de los matematicos.

* Los numeros reales no computables no se
pueden usar ni conocer. No sirven para nada.

» Dedekind no sospechaba las dificultades de
su definicion porgue faltaban muchas
décadas para que se precisaran estas ideas.
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¢Es continua la geometria?

* El mismo problema se planteaen |la
geometria.

* Puede pensarse que es necesariala
continuidad la geometria, pero esto no es asl.

» Esposible una geometria solamente de
el ementos computabl es.

* Eslageometriaanalitica donde todas las
ecuaciones son funciones computabl es.

Informaticay Matematica, 2006, © Juan Grompone 63



... continuacion

 Lasrectas se cortan, cortan alos circul os,
forman tridngulos. Las ecuaciones de la
geometria analitica asi |0 demuestran.

* No hay manera de diferenciar la geometria
computable de la geometria continua.

* Podemos construir objetos geomeétricos no
computables, pero solamente con axiomas
gue asi o permitan expresamente.
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El teoremade Thales

e Esunteoremasimple delageometria, pero
gue no esfacil de demostrar.

 Requierelos

* Por estarazon es interesante analizarlo
como e emplo de una“nueva’ geometria
gue no emplea la nocidn de continuo.

» Seriael resultado de aplicar lanavajade
Occam ala geometria.
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... continuacion

e El teoremadiceque: AB/BC=A'B"/B'C

 El continuo es necesario porque larazdn de los
segmentos podria ser irracional, por g¢emplo.
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... continuacion

e E| teoremaestrivia s: AB = BC

 Como consecuencia, sl larazdn esracional, se
reduce a aplicar varias veces € caso anterior.

Informaticay Matematica, 2006, © Juan Grompone 67



... continuacion

e El caso racional se pude generalizar a caso
de razones computabl es.

e S larazdon AB/BC es computable, entonces
tambien larazon A’'B'/B’C’ sera computable,
basta aplicar el mismo algoritmo alaotra
serie de segmentos.

* Por extension del caso racional, vale €
teorema de Thales paralas razones
computables.

Informaticay Matematica, 2006, © Juan Grompone 68



Conclusiones

e Laintroduccion de la continuidad aparece
como unaformade “abuso” no necesario.

e Creo que se ganaria muchaclaridad en la
mateméatica si se reemplazaralanocion de
numero real por lanocion de nimero
computabl e.

e Lamatematica seriamuy poco diferente. Casl
no existirian cambios de enunciados.
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Esta es una idea personal,
solamente, no una verdad
aceptada



iMuchas gracias por su
paciencial



